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BIJWA-PERIODIEKE FUNCTIES

Inleiding.

Zolang men zich alleen met reéle functies bezighoudt, verstaat men
onder '"zuivere trilling'" een functle zoals sin x, cos x of a cos x +
b sin x, algemener a cos x + b sin x. In het vervolg zullen we onder
een ”zuiverektrilling“ verstaan een complexe functie
a eiAx = a(cos)\x + 1 sin\ x) van de reele veranderlijke x. De theorie
van de bijna-periodieke functies houdt zich bezig met de vraag: welke
(continue) functies f(x) kunnen worden "voorgesteld" door een trigo-
nometrische reeks van de gedaante E:jAn ei ‘X2  Wanneer we voor de
_A_n alleen gehele waarden toelaten, dan betreft de genoemde vraag de
theorie van de perlodieke functies: elke (continue) periodieke func-
tle f(x) met periode 27 kan worden ontwikkeld in een reekstlan einx,
de Fourler-reeks van f(x). Het grote verschil tussen het eerste en het
laatste geval is gelegen in het felt, dat men in het eerste geval de
J\n uit de (niet-aftelbare) verzameling van alle reele getallen kan
kiezen; in het laatste geval kan.A_n slechts geheel zijn. In é 1 wor-
den nodlge begrippen toegelicht, é 2 geeft een samenvatting betreffen-
de periodieke functies, terwi]l é} zlch met bljna-periodieke funciies

bezighoudt.

§> 1. Enkele definities.

1). 2ijn g(x) en h(x) complexe functies van de reele veranderlijke
x,_dan heten ze orthogonaal in het interval agx<b t.o.v, elkaar, als

e

‘éZ(x) h(x) dx = 0. (Vb.: g(x)= e
m # n; interval asx<a + 27T).

imx inx

en hix)= e , m,n geheel,

2). Onder de gemiddelde waarde van de continue functie f(x) in het
interval a® x§b verstaan we

F}a'[}tf(x)dx =M {f(x)§= Mg,

De in 1) genoemde orthogonaliteilt luidt dus: M{g Ei = 0.




3). De functie f(x) heet genormeerd in het interval a<x 5b, als:
M{r £ =M{\fl2§ = 1.

4). Een verzameling functies f(x), g(x),..., continu voor a<x b
heet een orthogonaal stelsel in dat interval, als elk tweetal verschil-
lende functies f en g in genoemd "interval orthogonaal t.o.v. elkaar
zlin: M{ fég = 0., Wanneer bovendien c¢lke functie van het stelsel in
dat interval genormeerd 1s, heet het stelsel orthohormaal. Vb.: het"
stelsel {einx} s n =0, +1, +2,... 1s orthonormaal 1in elk interval
asx<a +2T.

5). Zij{(p(x)ﬁ een orthonormaal stelsel voor aZx<b, F(x)=U(x)+iV(x)
een willekeurige continue functie voor ag<x <b, dan heet

b i
Fy= M{FY)(X); = E“?‘-a' / F(x) ¢ (x) dx

de Fourier-constante van F(x) met betrekking tot een functie ¥ (x) van
het stelsel. Is nu ?1(x), 2(x),..., yg(x) een eindig aantal functies
van het stelsel [%(x)} en S(x)= c1tf1(x)+ 02¢92(x)+...+ cn;ﬂn(x),
waarin Cy (complexe) constanten voorstellen, dan kan men zich afvragen:
Hoe moeten c,,c,,..,c worden gekozen, opdat S(x) de functie F(x) zo
goed mogelijk benadert, in de zin van de methode van de kleinste kwa-
draten, d.w.z.:

M{|F(x) - S(x){gg moet minimaal zijn.

Het antwoord luidt: Dan moeten de constanten 01,02,...,cn Juist de bij
(fo 17 (p2, ce oy ?n behorende Fourier-constanten van F(x) zijn:

c, =F (1=1,2,...,n).
i R £ 3 s
161

§2“ Periodieke functies.

1). Kiles als orthonormaal stelsel:gq;n? = %elnx}’ n=0,+ 1,+ 2,0¢x §2T.
Is P(x) continue en periodiek (periodec 27 ), dan is
27C
1 /f -inx
P =a, = 5% P(x) e dx.
SDT“,I n n ) ( )

Zodoende ontstaat een reeks 2_ a, einx, genaamd de Fourier-reeks van

P(x); op grond van de formele toevoeging schrijven we

rea
P(x) en > a, e Inx (1).
0%
Elke eindige som Z;van e*™ van de reeks (1) benadert P(x) (volgens de

methode van de kleinste kwadraten) beter dan elke andere linealre com-

binatie 2_ ¢ einx
1= n
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Kan P(x) in een reeks,z:bn einx worden ontwikkeld, die gelijkmatlg con-

vergeert voor alle x (onverschillig de volgorde van de termen), dan
moet deze reecks de Fourier-reeks van zijn som P(x) zijn.

2). Eenduidigheidsstelling: Zijn P1(x), Pg(x) twee verschillende
(periodieke) functies met periode 27 , dan behoren daarbij ook ver-

schillende Fourier-recksen. Anders gezegd: Er bestaat geen (niet-ver-
dwijnende) functie P(x), waarvan alle Fourier-coefficieénten nul zijn.
Omdat elke niet-verdwijnende functiec P(x) kan worden genormeerd door
vermenigvuldiging met een geschilkte constante, kan men de stelling ook
zo ultspreken: Er bestaat geen periodieke functie P(x) met periode oM,
dle voldoet aan:
M -inx N 2
iP(X) e J]=owoorn =20, +1, +2,... en M QP(X)] =1.

inxk kan dus niet worden uitgebreid door

Het orthonormale stelsel {e

toevoeging van een nieuwe periodieke functie met perilode 2T : Het

stelsel einx 3s volledig!

3). Aequivalent met de 1n 2) genoemde eenduldgheld is de zg. gelijk-
heid van Parseval: Is P(x) weer een (continue)‘periodieke functie
(periode 2T) en

+ 0

P(K)(/;Zan einx, dan geldt ;T’\a ‘2 = M(‘P(x)leg.
i )

n

Deze gelijkheid houdt in zich, dat elke continue periodieke functie
P(x) (met periode 2 M) tot op elke graad van nauwkeurigheid (volgens
de kleinste kwadraten) kan worden benaderd door trigonometrische
polynomen.

4). Stelling van Welerstrasz.

N
Beschouwt men de verzameling {S(x)k van elndige sommen S(x)= %ﬁcné'
=

en breidt men deze verzameling uit door toevoeging van die functiles
f(x), die door gelijkmatige approximatie van functiles uit de klasse
[S(x)ﬂ ontstaan (voor alle waarden van x), dan noemt men die klasse de
afsluiting van de klasseﬂ S(x)}. De stelling van Welerstrasz zegt nu:
De klasse H {S(x)} (d.1. dus de afsluiting van (s(x)})ias identiek met
de klasse van alle continue periodieke functies met periode 2 /I.

Ix

§ 3. Bijna-periodieke functies.

1). Beschouw de verzameling gs(x)g van alle eindige sommen

N
s(x)==g5 a, ei/\‘“X (-codx <+00), waarin a  complexe, 2 , re€le getallen
voorstellen. De klasse &s(x)ﬁ wordt afgesloten, d.w.z. H {s(x)| is de
verzameling van alle functies f(x)= u(x)+ i v(x), die gelijkmatig
(voor alle x) door sommen s(x) kunnen worden benaderd. Het hoofdpro-
bleem 1s nu: hoe kunnen de functies uilt de klasse His(x)i nog op andere
wijze worden gekenmerkt?
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2). Beschouw s(x)= ei/\lX + eiAZX; 137)1 :,52 rationaal, dan 1s s(x)
periodiek. Is echterA.]: %2 irrationaal, dan 1is s(x) niet periodiek:;

is 270/ [A 1( = Pqs 27T/UKL‘= Py, dan zijn voor elke 5> 0 twee gehele

getallen n, en n, te bepalen, zodanig, dat ‘n1p1 - n2p21<%5. Is dan
t een getal "in de buurt! van 4Py en nyp, dan 1s t '"bijna" een

12, 1/,x

reriode van e en van e ; dus ook van s(x), in die zin, dat

| s(x+t)- s(x)| erg klein 1s voor alle x. Bovendlen liggen de getallen
t, die hiervan in aanmerking komen ‘relatief dicht", d.w.z. er is voor
elke ¢ een L = L(g) aan te geven, zodat elk interval van de lengte L
minstens één getal t bevat, waarvoor |s(x+t)- s(x)|<€. Zon getal t
heet "verschuivingsgetal" van s(x), behorende bij &> 0. De functie

s(x) heet "bijna-periodiek’.

Definltie: Een functie f(x), continu voor alle x, wordt bijna-periodi=:
(b.p.) genoemd, indien vecr elke &) 0 een relatlef-dichte verzameling
van verschulvingsgetallen van f(x) bestaat, behorende bij $>0. Ma.vw.
voor elke < >0 bestaat een L = L(g), zodat 1in elk interval van de
lengte L ten minste een getal t=t(g) ligt, waarvoor \f(x+t)-f(x)I<C
voor alle x.

Alle continue periodieke functies zijn bijna-periodiek. De hoofd-
stelling van de theorie van bljna-periodieke functies nu luldt: De
verzameling van alle bijna-periodieke functies 1s identiek met de
klasse H QS(X)i.

Stelling A: Een bijna-perilodieke functie is begrensd!

Stelling B: Een biljna-periodieke functle 1s gelijkmatig continu!

Stelling C: Stellen f(x) en g(x) bijna-periodieke functies voor, dan
zljn eveneens f(x)+ g(x) en f(x)-g(xzﬂgijna—periodiek.
Hieruit volgt, dat clke eindige som > a_ e™n* bijna-
periodiek 1is. s

Stelling D: Is {fn(x)j een rij van biljna-periodieke functies, dle g°
1ijkmatig (voor alle x) convergeert tot een functie f(x).
dan is ook f(x) bijna-periodiek. Faarult volgt, dat elk:
functie f(x) uit de klasse H {s(x)§ bijna-periodiek is.

Dit is de ene helft van de hoofdstelling..

%). De Fourier-reeks van een bijna-periodieke functie.

Stelling E: Voor elke bijna-periodieke functie f(x) bestaat de '"gem.
delde waarde'
1 T .
11m -T-/ £lx)dx = M S£(x)]
()
Is f(x) periodiek met periode p, dan is M gf(x)3= %_/
overeenstemming met een vroegere afspraak. O
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A x

Beschouw nu het stelsel {ei g, met A recell Pit, stelsel 1s 1n het

interval -ao{x <% orthonormaal, in die zin, dat

M{ei;LX e'i)&x} _ -0 voor;\1 % ))2 : .
{ o voor;\1 = 732 .

Stel nu, dat f(x) een bijna-pericdieke functie is, dan is voor elke
reéle A\ ook g(x) = f(x) LN X bijna-periodiek, dus bestaat

M{'f(x) e"ihxg = a(\), de zg. louriercoéfficienten van f(x), beho-
rende bij N . Voor alle reéle N 1s dus een a(X) gedefinieerd. Nu geldt:
a(N) 1s nul voor alle waarden vandmet uitzondering van een hodgstens
aftelbare verzameling van getallen A . Zijn nl,A1, AE""’AN ver-
schillende recle getallen en a(An) de (voor?)n) bij f£(x) behorende
Fouriercoéfficignten, dan geldt

N

S el P mlie(x) °Y

n=1

zodat voor elke positieve d hoogstens een elndig aantal A -waarden be-
staat, waarvoor | a(M)|> d. Kles nu achtereenvolgens d = 1, 1/2,1/3,.
enz., dan krijgt men de verzameling van alle h!s, waarvoor
la(M)|>0, dus a (M) #£ 0.

De A 1s welke £ 0, duiden we aan doorJﬂq,/\e,...,J\n,uen Wwe neemen
ze de Fourierexponenten van f(x); €e overeenkomende waarden a(/l1)= ay
heten de Fourlercoéfficienten van f(x). Bij f(x) behoort dus een

Fourier—reeksjz ak eij\kx.

Eenduidigheidsstelling: een bljna-periodieke functie 1is eenduidig door
zijn Fourier-reeks bepaald, of: twee verschillende functies f(x) en

g(x) bepalen steeds twee verschillende Fourier-reeksen. Men kan de stel-
ling nog in een andere vorm uitspreken: er is geen bijna-periodieke
functie f(x) (die niet identiek nul 1s) met de eigenschap, dat

M {f(x) e"i/\x} = 0 voor elke A . Het stelsel {ei’ X§ in het interval
~o¢x « +00 1s dus weer volledig in de klasse van de bijna-perlodleke
functies. Voor elke bijna-periodieke functie geldt weer de zg.
Gelijkheid van Parseval:

la, 12 = m{ie(x)I 2},
1Anx

wanneer f(x)mz_an e
De eenduidigheidsstelling en de gelijkheid van Parseval zijn ook nu
weer aequivalent.



